Analiza wektorowa. Teoria pola.

Pole skalarne
o =(r,y,2)
Pole wektorowe
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Gradient

0p - O0p-  0p=
grad¢:£2x+a—zzy+a—fzz

ox
Jesli przemiescimy sie o odcinek dl = ipdz + i;dy +i.dz nastapi
przyrost funkcji ¢ o:

do = 2 dp 1+ %20y 1 %4,

Ox oy 6d

Przyktad: sifa i energia potencjalna
F=— grad U

gdzie U jest potencjatem (miarg energii potencjalnej).



Operator nabla (operator Hamiltona)

Wprowadzmy wektorowy operator rézniczkowy: nabla
- 0 -0 -0

T ox
Gradient pola skalarnego mozemy zapisaé jako dziatanie operatora
nabla na funkcje:

V=

grad o(z,y, z) = Vo(z,y, 2)

Przyrost pola przy przesunieciu o dl:

dnp:Vgp-df



Strumien wektora

Rozwazmy pole wektorowe opisujace predkos¢ przeptywu
niecisliwej cieczy. W czasie At przez element powierzchni AS
przeptywa objetos¢ cieczy réwna:

AV = AScosa - vAt

Strumien opisuje objetos¢ cieczy ’ \
przeptywajacej w jednostce czasu przez \
element powierzchni: \

A® = AV/At = ASvcos

Przechodzac do rézniczek:

d® =vcosa-dS



Strumien pola

Woprowadzajac wektor normalny do powierzchni 77 mozemy zapisaé
element powierzchni jako wektor:

dS =ds -7
Witedy element strumienia zapiszemy jako iloczyn skalarny:
dd =7 -dS

Catkowity strumien przez powierzchnie S otrzymamy sumujac

elementy A®:
P, = / 7.ds

S



Strumien pola

Znak strumienia zalezy od wyboru
zwrotu wektora normalnego. W
przypadku powierzchni zamknietych
przyjmuje sie obliczanie strumienia
wyptywajacego z objetosci ograniczonej
powierzchnia (wektor 7i skierowany za
zewnatrz powierzchni).

Interpretacja geometryczna
strumienia: jesli przedstawimy pole
przez uktad linii, ktérych gestosé
odpowiada wartosci bezwzglednej
wektora w danym punkcie pola,
strumien pola mozna interpretowaé jako
réznice linii pola wychodzacych i
wchodzacych przez powierzchnie.




Dywergencja

Jesli strumien pola przez zamknigta powierzchnie nie jest zerowy,
oznacza to, ze wewnatrz otoczonej powierzchni znajduja sie
»2rédta” lub ,dreny”. Srednig moc zrédet zawartych w objetosci
opisuje stosunek ®/V.
W granicy otrzymujemy
dywergencje:
v

divt = lim —
v—o V

Dla dowolnego wektora a:

1 N
divd = lim V]fa-ds

V—0




Dywergencja, zrédtowosé, rozbieznosé

zrodto - punkt w ktérym linie
pola maja poczatek (dywergencja
dodatnia)

dren (zlew, Sciek) - linie maja
swoj koniec (dywergencja
ujemna)

W uktadzie kartezjanskim:




Twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

f@-ds“:/diva-dv
S Vv

Strumien pola a przez zamknietg powierzchnie S réwny jest sumie
zrédet pola, zawartych w objetosci V' ograniczonej powierzchnia.

@a:/va-dv
Vv



Cyrkulacja (krazenie)

Rozwazmy cienki kanalik wzdtuz
konturu I'. Rozwazmy przeptyw
wytacznie w tym kanaliku.
Cyrkulacja jest miarg tego
przeptywu (iloczyn predkosci
cieczy i dtugosci konturu).

Dla pola wektorowego a cyrkulacja wzdtuz konturu I" wynosi:

czjfa’.df
r



Cyrkulacja. Przyktady.
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Cyrkulacja jest
wielkosciag
addytywna.

Linie pola nie musza by¢
zamkniete, by cyrkulacja byta
niezerowa. Przykfad: laminarny
przeptyw cieczy.




Rotacja (wirowosc¢)

Rotacja - stosunek cyrkulacji C' do powierzchni S ,,obmywanej”
przez cyrkulacje.

|r0ta|—hi%§—hm5%a di

Rotacja jest wektorem. Kierunek rotacji jest taki, dla jakiego jej
wartos¢ jest maksymalna.

—_—V

Interpretacja: w miejscach, gdzie rotacja jest
niezerowa, wiatraczek obraca sie.



Rotacja

W uktadzie kartezjanskim:

Iy ly 1
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Wykorzystujac operator nabla:

rota =V xa



Twierdzenie Stokesa

Dla dowolnej powierzchni S rozpostartej na
dowolnym konturze T’

%J-df:/rotﬁ-dg

r S

Przyktad: sita zachowawcza.
Praca sity zachowawczej F' po zamknietym konturze I':

W:fﬁ-di:@ e VxF=0
T

Pole zachowawcze jest polem bezwirowym.



Laplasjan (Operator Laplace’a)

2 92 92
2 — . e — —_ _
VIV st gt g

V2p =V - Vy = divgrad ¢ - dywergencja gradientu ¢

Przyktad: réwnanie falowe



Tozsamosci

Pole wirowe jest polem bezzrédtowym:

V- (VxA)=0
Pole potencjalne jest polem bezwirowym:
VxVep=0
Rotacja rotacji:

—, —, —

Vx(VxA)=V(V-A) -V?A



